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Рассматриваются спектры магнитоплазменных волн, нулевого звука и спиновых волн в электронном 
газе на поверхности неферромагнитной нанотрубки в продольном магнитном поле. Затравочный спектр 
энергии электронов предполагается параболическим, а межэлектронное взаимодействие учитывается в 
приближении случайных фаз. Показано, что в магнитном поле существует сдвиг частоты межподзонного 
плазмона, пропорциональный магнитному потоку через сечение трубки. Рассчитаны частота и декремент 
затухания магнитоплазменных волн в невырожденном электронном газе. При большом числе заполнен-
ных подзон частоты нулевого звука и спиновых волн в вырожденном электронном газе испытывают ос-
цилляции типа де Гааза–ван Альфена и Ааронова–Бома с изменением плотности электронов и магнитно-
го потока. 
Розглядаються спектри магнітоплазмових хвиль в електронному газі на поверхні неферомагнітної на-
нотрубки у повздовжньому магнітному полі. Затравочний спектр енергії електронів вважається парабо-
лічним, а міжелектронна взаємодія враховується у наближенні випадкових фаз. Показано, що у магніт-
ному полі існує зсув частоти міжпідзонного плазмона, пропорційний магнітному потоку через переріз 
трубки. Розраховано частоту і декремент згасання магнітоплазмових хвиль у невиродженому електрон-
ному газі. При великому числі заповнених підзон частоти нульового звуку і спінових хвиль у виродже-
ному електронному газі випробовують осциляції типу де Гааза–ван Альфена і Ааронова–Бома зі зміною 
густини електронів і магнітного потоку. 
PACS: 71.45. d Коллективные эффекты; 
73.20. Mf Коллективные возбуждения (включая плазмоны и другие возбуждения зарядовой 
плотности); 
75.30 Ds Спиновые волны; 
78.67.Ch Нанотрубки. 
Ключевые слова: нанотрубки, магнитоплазмоны, нулевой звук, спиновые волны. 
 
1. Введение 
Коллективные возбуждения в металлах, полупро-
водниках и плазме в магнитном поле всегда были в 
центре внимания Э.А. Канера [1]. Выполнив классиче-
ские работы по теории высокочастотных явлений в 
металлах, он обратился к поверхностным эффектам в 
твердых телах [2–4]. В статье [2] рассмотрены поверх-
ностные электромагнитные волны в металлах в маг-
нитном поле. Резонанс и циклотронные волны на по-
верхностных электронах изучены в работе [3]. 
Бесстолкновительное затухание поверхностных плаз-
менных волн в магнитном поле рассмотрено в работе 
[4]. В этих работах Эмануил Айзикович и его ученики 
заложили фундамент для изучения коллективных воз-
буждений в электронных системах на кривых поверх-
ностях. К ним относятся углеродные [5] и полупровод-
никовые [6,7] нанотрубки. Интерес к этим системам 
обусловлен рядом причин. Они используются в каче-
стве функциональных элементов во многих приборах и 
устройствах. В настоящее время техника эксперимента 
позволяет создавать эти системы в лабораториях. На-
личие дополнительного параметра — кривизны струк-
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туры — увеличивает число способов управлять свой-
ствами системы. 
На возможность распространения плазменных волн 
на поверхности нанотрубки указано в статьях [8–11]. К 
сожалению, авторы этих статей ограничились в основ-
ном численными расчетами спектра плазменных волн. 
Теория этих волн на поверхности трубки развита в 
статьях [12–14]. В статье [12] рассмотрены осцилляции 
Ааронова–Бома спектра длинноволновых внутрипод-
зонных плазмонов на поверхности цилиндрической 
трубки в продольном магнитном поле. Межподзонные 
плазмоны в статье [12] исследовались только числен-
но. Коротковолновые плазмоны на трубке рассмотре-
ны в статье [13]. Авторы этой статьи отметили особен-
ности спектра плазмонов на трубке в отсутствие 
магнитного поля, отличающие его от спектра трехмер-
ных систем. Оказалось, что дисперсионная кривая 
плазмона в квантовом пределе не имеет точки оконча-
ния. Групповая скорость длинноволновых внутрипод-
зонных плазмонов в отсутствие эффектов запаздыва-
ния имеет логарифмическую особенность, характер-
ную для одномерных систем. Спектр межподзонных 
плазмонов начинается с конечной частоты. С ростом 
числа заполненных подзон число ветвей спектра плаз-
менных волн увеличивается. Затухание Ландау плаз-
менных волн, фазовая скорость которых меньше ско-
рости Ферми, отсутствует. В работе [13] рассмотрены 
также нанотрубки с магнитным потоком. Показано, 
что при заданной плотности электронов с увеличением 
потока через сечение трубки число ветвей спектра 
плазменных волн растет. Продольная диэлектрическая 
проницаемость электронного газа на трубке с потоком, 
входящая в дисперсионное уравнение для плазмонов, 
при произвольном отношении фазовой скорости волны 
к скорости Ферми вычислена в статье [14]. Плазмен-
ные волны в невырожденном электронном газе, а так-
же нулевой звук и спиновые волны на поверхности 
трубки в работах [8–14] не рассматривались. 
В настоящей статье приведены результаты расчета 
спектров магнитоплазмонов, нулевого звука и спино-
вых волн на поверхности неферромагнитной цилиндри-
ческой нанотрубки в продольном магнитном поле. Как 
и в статьях [8–14], затравочный закон дисперсии элек-
тронов предполагается параболическим. Межэлектрон-
ное взаимодействие учтено в приближении случайных 
фаз. В разд. 2 рассматривается спектр магнитоплаз-
менных волн при значениях плотностей электронов, 
отличных от использованных в статье [13], а также 
спектр и затухание волн в невырожденном электрон-
ном газе. Результаты расчетов спектра нулевого звука 
и спиновых волн Ландау–Силина на трубке содержатся 
в разделах 3, 4. В заключении коротко резюмированы 
результаты работы. 
2. Магнитоплазменные волны 
2.1. Вырожденный электронный газ 
Энергия электрона с эффективной массой m∗  на 
поверхности трубки радиусом a  с магнитным потоком 
равна [15] 
 
2 2
0 20 *
kllk m
Φ
ε ε
Φ
⎛ ⎞= + +⎜ ⎟⎝ ⎠ ,  (1) 
где l  и k  — проекции углового момента и импульса 
электрона на ось трубки, 2 10 (2 )m aε
−∗=  — враща-
тельный квант, 2a BΦ π=  — поток магнитной индук-
ции B  через сечение трубки, 0 2 c eΦ π=  — квант 
потока [15]. Квантовая постоянная в (1) и ниже приня-
та равной единице. Спиновое расщепление уровней 
здесь и в разд. 3 не учитывается. Спектр (1) представ-
ляет собой набор одномерных соприкасающихся под-
зон, границы которых 0l lε ε=  неэквидистантны. 
Плотность электронных состояний имеет корневые 
особенности на этих границах.  
В приближении случайных фаз спектр магнито-
плазменных волн на трубке определяется из дисперси-
онного уравнения [8–14] 
 ( )1 ( ) , 0m mu q P q ω− = ,  (2) 
где ( )mu q  — цилиндрическая гармоника потенциала 
кулоновского взаимодействия электронов, ( ),mP q ω  — 
поляризационный оператор, зависящий от целого чис-
ла m , волнового числа q  и частоты ω . Функция 
( )mu q  равна 
( ) ( ) ( )24m m mu q e aI qa K qaπ= . 
Здесь mI  и mK  — модифицированные функции Бес-
селя [16]. Поляризационный оператор имеет вид 
 ( )( )
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l m k q lklk
f f
P q
aL i
ε ε
ω
π ε ε ω
+ +
+ +
−= − − −∑ ,  (3) 
где ( )f ε  — функция Ферми, L  — длина трубки. От-
ношение потоков 0η Φ Φ=  входит в формулы (1) и 
(3) в комбинации l η+ . Это позволяет при изменении 
потока ограничиться промежутком 0 1η≤ ≤ . 
Последовательность уровней энергии поперечного 
движения электронов 20( )l lε ε η= +  зависит от магнит-
ного потока. Если 1/2η< , имеем 20 1 1 2 ...ε η ε ε ε− + −< < < <  
Если же 1 2η > , то 21 0 2 ...ε ε η ε− −< < <  В полупро-
водниковых нанотрубках радиусом 7 6– –(10 –10 )a∝ см 
поверхностная плотность электронов обычно не пре-
вышает 2a− . Это означает, что в вырожденном газе 
электроны заполняют небольшое число нижних подзон 
спектра (1). Если энергия Ферми 0μ  расположена 
в  нижней подзоне 20 1[ , ]ε η ε− , то поверхностная 
плотность электронов n  удовлетворяет условию 
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1/2 2 2(1 2 ) /n aη π< − . Тогда дисперсионное уравнение 
(2) имеет решение: 
0
1/2
2 2 2 2
0 0 0 0
( ) 2
( ) ( ) 2 ( ) cth ,
2 ( )
m
q q
m
q m
qaq m q m
vu q
ω ηε
π
υ ε ω υ ε ω
= +
⎡ ⎤+ + + + +⎢ ⎥⎣ ⎦
  (4) 
где 2 1/20 0 0[2( ) / ]mυ μ ε η ∗= −  — скорость Ферми в 
нижней подзоне, /2v m π∗=  — плотность состояний 
двумерного электронного газа на плоскости, 
2 /2q q mω ∗= . Формула (4) справедлива и в том случае, 
когда уровень Ферми расположен в нижней подзоне 
2
1 0[ , ]ε ε η− , если в ней 0υ  заменить на ( )2 1/21 0 0[2( 1 )/ ]mυ μ ε η− ∗= − − . Предельная частота 
магнитоплазменной волны со спектром (4) равна 
 
1/22 2 2
4 0
0 0
8
(0) 2m
mm e a
m m
υ
ω ηε ε
π
∗⎛ ⎞= + +⎜ ⎟⎝ ⎠ ,  (5) 
где 1m ≥ . Кроме деполяризационного сдвига предель-
ной частоты 2 02 /l m e mδω υ π∗= , обнаруженного в 
статье [13], в магнитном поле существует дополни-
тельный сдвиг 02 / 2m meB m cηδω ηε ∗= = , кратный 
ларморовской частоте электрона. Отношение этих 
сдвигов равно 2 2 0/ /4l m B m ecηδω δω π υ∗= . Это отно-
шение для параметров полупроводниковой нанотрубки 
на основе GaAs ( 00,07m m∗ = , 0m  — масса свободного 
электрона, 70 10υ = см/c) при 1m =  в поле 10B = Тл 
равно 15%. В отсутствие магнитного поля формулы (4) 
и (5) совпадают с полученными в статье [13]. 
Если 0m = , из уравнения (2) получаем спектр ак-
сиально-симметричного внутриподзонного магнито-
плазмона. В длинноволновом пределе, когда фазовая 
скорость волны превышает характерную скорость 
электронов, а температура произвольная, спектр маг-
нитоплазмона имеет вид 
 
2
2 2 20
0
( )
( ) 3
q nu q
q q
m
ω υ
∗
= + , (6) 
где 
 ( )22 1 lk
lk
k f
aLn m
υ ε
π ∗
⎛ ⎞= ⎜ ⎟⎝ ⎠∑  (7) 
— среднее значение квадрата скорости электронов 
вдоль трубки. В квантовом пределе, когда электроны 
частично заполняют нижнюю подзону 20 1[ , ]ε η ε− , в 
вырожденном газе имеем 2 20 /3υ υ= . Тогда из форму-
лы (6) при 1qa <<  получаем 
( ) ( )22 2 2 2 20 02 14 ln ln2 2e
qaq e naq m qa q
qaγ
ω π υ∗
⎡ ⎤= − +⎢ ⎥⎢ ⎥⎣ ⎦
, (8) 
где 0,577...γ =  — число Эйлера. Первое слагаемое в 
правой части формулы (8) в отсутствие магнитного 
поля получено в статье [9]. 
С ростом радиуса трубки и плотности электронов 
число заполненных подзон увеличивается. Если 
0 0μ ε>> , входящую в (7) сумму по l  можно вычис-
лить при помощи формулы Пуассона. Тогда из (6) сле-
дует спектр аксиально-симметричного длинноволново-
го магнитоплазмона в вырожденном газе: 
( )2 2 220
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3 4 11 cos2 cos 2 .
2 4r
e naq qaq qa
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⎡ ⎤= − +⎢ ⎥⎢ ⎥⎣ ⎦
⎡ ⎤⎛ ⎞⎛ ⎞⎢ ⎥+ − −⎜ ⎟⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦
∑
  (9) 
Частота волны (9) испытывает осцилляции, напо-
минающие осцилляции де Гааза–ван Альфена, и ос-
цилляции Ааронова–Бома. Первые связаны с прохож-
дением корневых особенностей плотности состояний 
через границу Ферми с изменением плотности элек-
тронов или радиуса трубки. С изменением 
1/2 1/2
0 ( / 2 )nμ ν=  период осцилляций равен 
1/2(2 )n m aτ
−∗= . Если же изменяется радиус трубки, 
получаем для периода выражение 1/20(2 )a mτ μ −∗= . 
Эти осцилляции существуют и в отсутствие магнитно-
го поля. 
Если плотность электронов удовлетворяет условию 
( ) 2 22 1 2n aη η π< + + , 
то энергия Ферми расположена во второй подзоне 
1 1[ , ]ε ε− + . В этом случае существуют две ветви спек-
тра аксиально-симметричных колебаний плотности 
электронов: 
 ____________________________________________________  
 { }
2 2 2 2 2
0 1 0 1
1/22 2 2 2 2 2
0 1 0 1 0 1
1( ) [ ( ) 2 2 ( ) ( )]
2
1 ( ) [ ( ) 2 ( )] 16 [1 ( )] ,
2
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q q
q q q b q
q q b q q b q
ω υ υ ω υ υ ω
υ υ υ υ ω υ υ ω
± − −
− − −
= + + + + ±
± − + + − −  (10) 
где 0υ  и 1υ−  — скорости Ферми в заполненных подзонах, ( )0( ) cth 2 ( )b q qa u qπ ν= . Верхняя ветвь в (10) соот-
ветствует синфазным колебаниям плотности электронов в заполненных подзонах, а нижняя — антифазным. 
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2.2. Невырожденный электронный газ 
Используя в (3) больцмановскую функцию распределения, получаем 
 ( ) ( )0 2 2Re , e ch exp2 2B ll
m m
P q B
qa q q
βμ β βνω βμ Φ ω Φ ω βε
π
∗ ∗− +
⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎢ ⎥= − −⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦
∑ , (11) 
 ( ) ( )2 20 2 2Im , e ch exp exp exp2 2B ll
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P q B
qa q q
βμ β βνω βμ ω ω βε∗ ∗+ −
⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞= − − − −⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎢ ⎥⎣ ⎦ ∑ , (12) 
 _______________________________________________ 
где  
2
1 e( )
y
x P dy
x y
Φ
π
+∞ −
−∞
= −∫ , 
Bμ  — спиновый магнитный момент электрона, μ  — 
химический потенциал, β  — обратная температура, 
2( /2 )q mω ω± ∗= ± . В длинноволновом пределе 
1/2( )q m β ω−∗ <<  выражения (11) и (12) принимают вид 
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Из уравнения (2) с учетом (13) получаем частоту и 
декремент затухания аксиально-симметричных длин-
новолновых плазмонов в классической электронной 
плазме на поверхности трубки: 
 
2
2 0
0
3/2 2
4 0
0 02 2
( )
( ) ,
( )
( ) ( ) exp .
8 2
nq u q
q
m
m qm
q q
q q
ω
β ωβπγ ω
∗
∗∗
=
⎛ ⎞⎛ ⎞= −⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠  (14) 
Если 1qa << , отсюда следует 
( )2 2 2220 4 2 1 3( ) ln ln2 2e
e naq qa qq qa
m mqaγ
π
ω β∗ ∗
⎡ ⎤= − +⎢ ⎥⎢ ⎥⎣ ⎦
.  (15) 
Формулы (13)–(15) содержат β  и n , поэтому они от-
носятся к замкнутой системе электронов на поверхно-
сти трубки. Если система электронов открытая, входя-
щая в (11) и (12) сумма по l  может быть преобразова-
на при помощи формулы [17] 
( ) 2 22exp exp cos2
l r
rx l r
x x
π π
υ π υ
+∞ +∞
=−∞ =−∞
⎛ ⎞⎡ ⎤− + = −⎜ ⎟⎣ ⎦ ⎝ ⎠∑ ∑ , 0 .x >  
Тогда 
2 2 2
2 0
0
01
( )
( ) e ch 1 2 exp cos 2 .B
r
q u q rq B rβμ πω βμ π η
πβ βε
∞
=
⎡ ⎤⎛ ⎞= + −⎢ ⎥⎜ ⎟⎝ ⎠⎢ ⎥⎣ ⎦
∑
  (16) 
В этом случае частота волны и декремент затухания 
испытывают осцилляции Ааронова–Бома. Они могут 
быть обнаружены лишь при 0 1βε > . Осцилляции типа 
де Гааза–ван Альфена в рассматриваемом случае от-
сутствуют. 
3. Нулевой звук на трубке 
Нулевой звук в неидеальной ферми-системе со сла-
бым отталкиванием частиц предсказан Л.Д. Ландау на 
основе развитой им теории ферми-жидкости [18,19]. 
Этот звук представляет собой высокочастотные коле-
бания формы поверхности Ферми с линейным спек-
тром, не сопровождающиеся колебаниями плотности 
частиц. Он был обнаружен экспериментально в жидком 
3He. Позже было доказано, что нуль-звуковые коле-
бания могут распространяться в заряженных ферми-
системах, в частности в электронном газе металлов 
[20–24]. Целесообразно выяснить, может ли нулевой 
звук распространяться вдоль нанотрубки в магнитном 
поле. Рассмотрим этот вопрос в приближении случай-
ных фаз, использованном в предыдущем разделе. Ог-
раничимся моделью короткодействующего экраниро-
ванного взаимодействия электронов. Ослабление ку-
лоновского взаимодействия электронов на трубке, 
обусловленное экранированием, обнаружено в работах 
[25–27]. Эта модель качественно эквивалентна ферми-
жидкостному подходу, когда можно ограничиться ос-
новной цилиндрической гармоникой g  экранирован-
ного взаимодействия электронов. 
В рамках принятой модели дисперсионное уравне-
ние для нулевого звука имеет вид (2), в котором ( )mu q  
необходимо заменить константой g  и воспользоваться 
асимптотикой поляризационного оператора при lq k  
и произвольном отношении lqω υ  [23,28]. Здесь 
l lk mυ ∗=  — скорость Ферми в подзоне l. Тогда для 
аксиально-симметричных внутриподзонных колебаний 
на трубке получаем 
 
2
0 2 2 2 2
2 2 2
0
Re ( , ) ,
Im ( , ) ( ) .
l
l l
l
l
qP q
a q
qP q q
a
υ
ω
π ω υ
ω
ω δ ω υ
π
= −
= −
∑
∑
  (17) 
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Если a →∞ , входящие в (17) суммы можно заменить 
интегралами. В результате из (17) получаем длинно-
волновые асимптотики поляризационного оператора 
двумерного вырожденного электронного газа на плос-
кости в отсутствие магнитного поля: 
( )
( )
1/22
0
1/22
0
Re , 2 1 1 , ,
Im , 2 1 1 , ,
F
F
F
F
q
P q q
q
P q q
υ
ω ν ω υ
ω
υ
ω ν ω υ
ω
−
−
⎧ ⎫⎡ ⎤⎪ ⎪⎛ ⎞⎢ ⎥= − − − >⎨ ⎬⎜ ⎟⎝ ⎠⎢ ⎥⎪ ⎪⎣ ⎦⎩ ⎭
⎧ ⎫⎡ ⎤⎪ ⎪⎛ ⎞⎢ ⎥= − − − <⎨ ⎬⎜ ⎟⎝ ⎠⎢ ⎥⎪ ⎪⎣ ⎦⎩ ⎭
 (18) 
где Fυ  — скорость Ферми. Формулы (18) могут быть 
получены из точных формул Стерна [29] разложением 
поляризационного оператора двумерного электронного 
газа по степеням qω . Используя (18), получаем спектр 
нулевого звука в двумерном электронном газе в отсут-
ствие магнитного поля ( )q cqω = , где 
1/2(1 2 )(1 4 )Fc g gυ ν ν
−= + +  
— скорость звука. В предельных случаях слабой и 
сильной связи из этой формулы следует 
( )
( )
2 2
1/2
1 2 , 1 ,
, 1.
F
F
g g
c
g g
υ ν ν
υ ν ν
⎧ + <<⎪= ⎨⎪ >>⎩
 
Для нулевого звука на трубке в магнитном поле в 
квантовом пределе из (2) и (17) получаем 
 ( )2 2 20 0 0( ) 1 2q q g k aω υ ν π= + ,  (19) 
где 0 0k m υ∗=  — фермиевский импульс электрона в 
нижней подзоне 20 1[ , ]ε η ε− . 
Если 0 0μ ε , сумму в (17) вычислим по формуле 
Пуассона. Тогда скорость распространения аксиально-
симметричных колебаний при Fqω υ  принимает 
вид 
1/2
3/4
0 0
2 3/2
0 01
( )
1 11 cos2 sin 2
4
F
r
c g
r r
r
υ ν
ε μ π
π η π
μ επ
∞
=
= ×
⎡ ⎤⎛ ⎞⎛ ⎞⎢ ⎥× + −⎜ ⎟⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦
∑ . (20) 
Скорость нулевого звука испытывает рассмотренные в 
разд. 2 осцилляции. 
Пусть в отсутствие магнитного поля энергия Ферми 
расположена в нижней подзоне 20 1[ , ]ε η ε− . Для этого 
необходимо, чтобы плотность электронов не превыша-
ла 2( )aπ − . С ростом магнитного потока при отноше-
нии потоков 2(1 )/2cη ς= − , где 2 2a nς π= , начинает 
заполняться следующая подзона 1 1[ , ]ε ε−  [13]. Тогда в 
интервале 0 cη η≤ ≤  существует одна ветвь спектра 
нулевого звука (19) с 0 /k aς= . Она не зависит от маг-
нитного потока. Если же 1/ 2cη η≤ ≤ , существуют две 
ветви аксиально-симметричных колебаний со скоро-
стями 
 
( )
( ) ( )
2 2 2
0 1 0 1
1/222
0 1 0 1
1
2
1
2
c υ υ α υ υ
υ υ α υ υ
± − −
− −
⎡ ⎤= + + + ±⎣ ⎦
⎡ ⎤± + + −⎢ ⎥⎣ ⎦ ,  (21) 
где 2g aα π= , 0 (1 )c m aυ η η ς∗= − − , 1 ( ) .c m aυ η η ς− ∗= −  
Решение c+  соответствует синфазным колебаниям, а 
c−  — антифазным. 
4. Спиновые волны Ландау–Силина на трубке 
Чтобы получить спин-волновую ветвь спектра элек-
тронной жидкости на трубке, необходимо в правую 
часть формулы (1) добавить вклад Хартри–Фока в 
энергию электрона gn σ−  и слагаемое B Bσε σμ= , 
учитывающее спиновое расщепление уровней. Здесь 
1σ = ±  — спиновое квантовое число. Тогда дисперси-
онное уравнение для спектра поперечных спиновых 
волн с положительной спиральностью, распростра-
няющихся вдоль трубки, в приближении случайных 
фаз имеет вид [30–32] 
 ( )21 , 02 mB
g qχ ω
μ
− = ,  (22) 
где 
( ) ( ) ( )( )( )
( )( )
2
,
0
lk l m k qB
m
lk lkl m k q
f f
q
aL i
ε εμχ ω
π ε ε ω
− +
+ +
+ −
+ +
−
= − − −∑   (23) 
— циркулярная компонента тензора динамической 
спиновой восприимчивости электронов, имеющая ре-
зонансы на переходах электронов с перебросом спина 
− → + . Константа g связана с параметром 0B , входя-
щим в разложение спиновой части функции взаимо-
действия квазичастиц Ландау [19,20,33,34] по цилинд-
рическим гармоникам, соотношением 0B gν= . 
Пусть 1 2η < , ( )0 1 2ε η Ω− > , где 0g nΩ Δ Ω= + , 
n n nΔ − += − , 0 2 BBΩ μ=  — частота спинового резо-
нанса. Тогда 0 0 1 ...ε ε ε
− + −−< < <  Если плотность элек-
тронов удовлетворяет условию 
( )1/2
2
2m
n
a
Ω
π
∗− < , 
то энергия Ферми расположена в нижней подзоне 
0 0[ , ]ε ε
− + . В этом случае частота внутриподзонного 
магнона равна 
 0( ) cthq
qq q
Q
ω Ω ω υ−= + − ,  (24) 
где 0υ
−  — скорость Ферми в нижней подзоне, 
Q g aν π= . При q Q  из этой формулы получаем 
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( ) ( ) 20
0
30 1
3 2
aq gq
g m a
πυ ν
ω ω
ν π υ
−
−∗
⎛ ⎞= − −⎜ ⎟⎝ ⎠ ,  (25) 
где 
 0(0) 1
g
a
υ ν
ω Ω
π Ω
−⎛ ⎞= −⎜ ⎟⎝ ⎠   (26) 
— предельная частота спиновой волны со спектром 
(24). Дисперсия этой волны аномальная. Ветвь (24) 
расположена ниже границы сектора Стонера 
0 qqω Ω υ ω
−= − + на плоскости q ω− . Бесстолкнови-
тельное затухание этой волны в вырожденном электрон-
ном газе отсутствует. Для численных оценок использу-
ем параметры трубки на основе GaAs: 70 10υ
− = см/c, 
610a −=  см и 0 0,2B =  — типичное значение парамет-
ра 0B  в теории ферми-жидкости [33,34]. Тогда относи-
тельное расстояние между углом сектора Стонера Ω  и 
предельной частотой (26) в поле 10B = Тл равно 
0 0,36g aυ ν π Ω
− = . 
Если 0 0 ,μ ε Ω>> , Fqυ ω Ω<< − , 1gν << , частота 
магнона равна 
( ) 200
3/4
0 0
2 3/2
0 01
2 11 cos 2 sin 2 ,
4r
q
q
m g
r r
r
μ
ω ω
Ων
ε μ π
π η π
μ επ
∗
∞
=
= − ×
⎡ ⎤⎛ ⎞⎛ ⎞⎢ ⎥× − −⎜ ⎟⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦
∑   
  (27) 
где 
3/4
0 0
0 2 3/2
0 01
11 cos2 sin 2 .
4r
g r r
r
ε μν π
ω Ω π η π
μ επ
∞
=
⎡ ⎤⎛ ⎞⎛ ⎞⎢ ⎥= − −⎜ ⎟⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦
∑
  (28) 
Монотонная часть спектра (27) совпадает с частотой 
спиновой волны в двумерном электронном газе [35]. 
Он получается разрезанием цилиндра по образующей и 
разворачиванием его на плоскость. Кривизна трубки 
обусловливает рассмотренные выше осцилляции спек-
тра спиновых волн. 
Когда 1 2η > , границы подзон удовлетворяют не-
равенствам 1 0 0 ...ε ε ε
− − +− < < <  Если плотность электро-
нов не превышает 
( ){ }1/21/2 20 2 12m aΩ ε η Ω π∗ + ⎡ − + ⎤⎣ ⎦ , 
уровень Ферми расположен во второй подзоне 0 0[ , ].ε ε
− +  
Частоты межподзонных резонансных переходов элек-
тронов с перебросом спина − → +  равны 
( ) 2 21 0 2 0[2 1 ], [2 ]m m m mΩ Ω ε η Ω Ω ε η= + − + = + + . 
Вблизи этих частот расположены две ветви спектра 
межподзонных магнонов: 
1,2 1 2 1 2
1/22
2 2
2 1 1 2 1 2
1 ( ) cth 2
2
1 ( ) cth 4 1 cth ,
2
q
qq
Q
q qq q
Q Q
ω Ω Ω υ υ ω
Ω Ω υ υ υ υ
⎡ ⎤= + − + + ±⎢ ⎥⎣ ⎦
⎧ ⎫⎡ ⎤ ⎛ ⎞⎪ ⎪± − + − − −⎨ ⎬⎢ ⎥ ⎜ ⎟⎝ ⎠⎣ ⎦⎪ ⎪⎩ ⎭  
  (29) 
где 1υ  и 2υ  — скорости Ферми в занятых подзонах. 
Предельные частоты этих волн равны 
 
[ ]
[ ]{ }
1,2 1 2 1 2
1/22 2
2 1 1 2 1 2
1(0) ( )
2
1 ( ) 4
2
Q
Q Q
ω Ω Ω υ υ
Ω Ω υ υ υ υ
= + − + ±
± − + − + .  (30) 
В этом случае область бесстолкновительного затуха-
ния магнонов состоит из двух секторов Стонера между 
параболами 1 1 qqω Ω υ ω= ± +  и 2 2 qqω Ω υ ω= ± + . 
Нижняя ветвь (29) расположена в окне прозрачности 
ниже границы сектора Стонера 1 1 qqω Ω υ ω= − + , а 
верхняя — в «треугольном» окне между параболами 
1 1 qqω Ω υ ω= + +  и 2 2 qqω Ω υ ω= − + . 
5. Заключение 
Двумерный электронный газ на поверхности нано-
трубки — удобный объект для апробации идеи о том, 
что резонансным переходам электронов между уров-
нями энергии под влиянием переменного поля сопут-
ствуют ветви спектра коллективных возбуждений сис-
темы. Эта идея реализована во многих работах 
Э.А. Канера [1]. В частности, в статьях [36,37] показа-
но, что вблизи частот резонансных переходов электро-
нов в металлах в магнитном поле между уровнями 
Ландау и магнитопримесными уровнями существуют 
новые ветви спектра возбуждений, названные магни-
топримесными волнами. Эта идея использована и в 
настоящей статье. Показано, что на трубке существуют 
новые моды вблизи частот резонансных орбитальных 
переходов электронов и вблизи частот комбинацион-
ных резонансов, когда переход с перебросом спина 
сопровождается орбитальными переходами между не-
эквидистантными уровнями энергии поперечного дви-
жения электронов на поверхности трубки. Рассмотрен-
ные выше спектры магнитоплазменных и спиновых 
волн, нулевого звука связаны с особенностями спектра 
энергии (1) электронов на трубке. Особенности плот-
ности состояний на границах подзон похожи на осо-
бенности на уровнях Ландау в магнитном поле. По-
этому естественно существование ветвей спектра 
коллективных возбуждений вблизи частот переходов 
электронов между подзонами, а также осцилляций 
спектра возбуждений, похожих на осцилляции де Гаа-
за–ван Альфена. Особенности спектра (1) проявляются 
в том, что эти осцилляции существуют и в отсутствие 
магнитного поля. Магнитное поле приводит к осцил-
ляциям Ааронова–Бома, обусловленным неодносвяз-
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ностью области, занятой электронами. Характер спек-
тра (1) проявляется также в том, что с возрастанием 
числа электронных групп в различных подзонах с раз-
личными ориентациями спина увеличивается число 
ветвей спектра коллективных возбуждений. 
Авторы выражают благодарность В.А. Ямпольско-
му за интерес к работе. 
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Collective excitations of the electron gas 
on the nanotube surface in magnetic field 
A.M. Ermolaev, G.I. Rashba, and M.A. Solyanik 
The spectra of magnetoplasma waves, zero sound 
and spin waves in the electron gas on the surface of 
nonferromagnetic nanotube in longitudinal magnetic 
field are considered. The primed spectrum of the elec-
tron energy is supposed to be parabolic, and the elec-
tron-electron interaction is taken into account in the 
random phase approximation. The plasmon intersub-
band frequency shift is proved to take place. It is pro-
portional to the change of magnetic flow running 
though the tube cross-section. The magnetoplasma 
waves frequency and damping decrement in a nonde-
generate electron gas are calculated. The zero sound 
and spin waves frequencies oscillate as the de Haas-
van Alphen and Aharonov–Bohm types with changing 
the electron density and magnetic flux. This phenome-
non takes place in a degenerate electron gas with a 
great number of populated subbands. 
PACS: 71.45.–d Collective effects; 
73.20. Mf Collective excitations (including 
plasmons and other charge-density excita-
tions); 
75.30 Ds Spin waves; 
78.67.Ch Nanotubes. 
Keywords: nanotubes, magnetoplasmons, zero sound, 
spin waves.
 
